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Problema n.1 In tutti i casi si trattava di una forma esatta il cui potenziale era U(z,y) =

az?y? + bz? + cy? 4+ arctan /22 + y2 e quindi bastava calcolare U fin, Yfin) — U(Tin, Yin) Otte-
nendo: (A £) (B 2) (C —2) (D 3%). Si poteva calcolare direttamente 'integrale curvilineo ma
era certamente piu lungo.

La forma ¢ esatta anche se I’insieme su cui € definita NON & semplicemente con-
nesso. Il teorema che alcuni studenti hanno maldestramente applicato &: forma
chiusa e insieme semplicemente connesso implicano forma esatta ma se una forma
¢ chiusa e l’insieme di definizione NON & semplicemente connesso, la forma puo
benissimo essere esatta come nel presente caso

Problema n.2 Ogni problema presentava due coni del tipo z = a — \/bx?2 + cy? e z = £a —

27 1 Ea—Ep
1
£y/bx? 4 cy? con £ > 1. Il volume era quindi / dt/ dp pﬁf dz da cui (A %) (B
0 0 CJa—p
3 (C §) (D gT)

Problema n.3 Applicando il Teorema di Gauss si devono calcolare rispettivamente i quattro

27 1 Ea—&p 27 1 1 Ea—E&p
integrali/ dt/ dpp\/%/ dz(x-l—l),/ dt/ dpp—/ dz(1+y),
0 0 a—p 0 0 \/% a—p

27 1 Ea—&p 27 1 Ea—&p
/ dt/ dpp\/%/ dz(y+1), / dt/ dpp\/E/ dz(1+ z) e quindi (A %’ﬂ') (B
0 0 a 0 0 a

-p -p

Y2m) (C Z) (D ¥2T)

. -8 -8 .
Problema n.4 A. Si ha solamente asx11 = kT =9 = T T Ah =) La serie
converge uniformemente su tutta la retta. Cio lo si puo vedere sia dal fatto che la funzione
¢ derivabile con derivata continua in tutti i punti tranne quelli della forma kw. In tali punti
la funzione non & derivabile ma esistono le derivarte destra e sinistra finite e questo basta per
avere uniforme convergenza. Un altro modo di vere la uniforme convergenza ¢ osservare che

lagki1| < C/k? (con C costante opportuna) e quindi la serie converge uniformemente.

42k +1)
7(4k2 + 4k — 3)
Ovviamente i coefficienti non possono verificare la relazione |by| < C/k? ed infatti si ha |bg| <

C/k.

B. bog41 = . La convergenza non e uniforme su nessuno degli intervalli richiesti.

1 =2
90 2k = T(ak2 — 1)
B 4

C w(4k? — 1)

. La serie converge uniformemente su tutta la retta.

. La serie converge uniformemente su tutta la retta.

Problema n.5 A.
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+o0
La formula risolutiva & Z sin kx(uy +a®k*uy,) = sin 2 4sin(2z) Z frx(t) sinkx dove fr(t) =0

k=1
sek#1,2e fi(t) =1, fo(t) = 1. Se k # 1,2 la soluzione & ug(t) = Ak cos akt+ By, sin akt mentre
1
se k =1 la soluzione & u;(t) = A; cosat + By sinat + — e us(t) = Asg cos 2at + By sin 2at + —
a

4a?
+oo

se k = 2. La soluzione & quindi Z ug(t) sin kz dove le ug(t) sono quelle date. Per le condizioni
k=1

“+o0

1 1
inziali abbiamo wu(x, 0) Zuk )sinkx = (A + 5) sinz + (A2 + 1a — ) sin(2z +Zsin kxAy e

questa espressmne deve essere uguale alla funzmne sin x 4 sin 2z. L’unica p0881b111ta e che A; =

21 4a® — 1
a4 S € Ay = a4 5— Tutti gli altri Ay valgono zero. Sui By la condizione imposta da u:(x, 0)
a a
1 2
e By = 5’ Tutti gli altri valgono zero. Alla fine la soluzione & u(x,t) = a4 5— sinz cosat +
a a
2 1 1
e sinx + 122 sin(2z) cos(2at) + 122 sin(2x) + % sin(2z) sin(2at)
“+oo
Problema n.5 B. La formula risolutiva e Zsin kx(u) + a’k*up) = sina + sin(2z) =
k=1

+o00

ka(t) sinkx dove fr(t) = 0se k # 1,2 e fi(t) =1, fo(t) = —1. Se k # 1,2 la soluzione &
1

ug(t) = Ay cos akt + By sin akt mentre se k = 1 la soluzione & u; (t) = A cosat + By sinat + —
a

1
e us(t) = Agcos2at + Bysin2at — 12 5 k = 2. La soluzione & quindi Zuk(t) sin kx dove

le ug(t) sono quelle date. Per le condizioni inziali abbiamo u(x,0) Z ur(0)sinkx = (A1 +

+o0

1
—)sinz+(Az— E) sin(2x) + g sin kxz Ay, e questa espressione deve essere uguale alla funzione
a a

k=3

a?—1 1 — 4a?
2 A2 = 4a?
zero. Sui By la condizione imposta da u;(x,0) &€ By = 5" Tutti gli altri valgono zero. Alla fine

a

a® -1 . 1 . 1 — 4a?
5 SlIlSCCOSCLt—i—?SIIl.’E—l— 12

sinz — sin 2z. L’unica possibilita ¢ che A; = . Tutti gli altri Ag valgono

1
la soluzione & u(x,t) = sin(2z) cos(2at) — 12 sin(2z) +

a a?

1
% sin(2x) sin(2at)

+oo
Problema n.5 C. La formula risolutiva e Zsin kx(u) + a’k*uy) = sinx + sin(2z) =
k=1

ka(t) sinkx dove fr(t) = 0se k # 1,2 e f1(t) = 1, fo(t) = 1. Se k # 1,2 la soluzione &

1
ug(t) = Ay cos akt + By sin akt mentre se k = 1 la soluzione ¢ u;(t) = A; cosat + By sinat + —
1 = )
e us(t) = Agcos2at + Bysin22at + 127 5¢ k = 2. La soluzione & quindi g ug(t) sinkx dove
a
k=1
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+oo
le ug(t) sono quelle date. Per le condizioni inziali abbiamo u(x,0) = Zuk(O) sinkzr = (A1 +
k=1

+o0

1 1
—)sinx+ (As+-—)sin(2x) + sin kx Ay e questa espressione deve essere uguale alla funzione
2 A2
a a
k=3
1 1
sin3z. L’unica possibilita ¢ che A1 = —— e Ay = a2 Az = 1. Tutti gli altri Ax valgono
a a
1 1
zero per cui u(z,t) = — sinz(l — cos(at)) + 12 sin(2z)(1 — cos(2at)) + sin(3x) cos(3at) +
a a
+o0 too
1

ZBk sin(kx) sin(kat). ui(x,0) = ZBkkasin(kx) = sinz + sin(2z) da cui By = —, By =
a

k=1 k=1
1 1 1
% Br = 0 se k > 2. Alla fine u(x,t) = ﬁsinx(l — cos(at)) + @sin@x)(l — cos(2at)) +

1 1
sin(3x) cos(3at) + — sin(z) sin(at) + %0 sin(2z) sin(2at).

a a
+oo

Problema n.5 D. La formula risolutiva e Zsin kx(ul + a’k*uy) = sinx + sin(2x) =
k=1

“+oo
ka(t) sinkzx dove fi(t) = 0se k # 1,2 e fi(t) = 1, fa(t) = 1. Se k # 1,2 la soluzione ¢
k=1

u(t) = A cosakt + By sinakt mentre se k = 1 la soluzione & u;(t) = Ajcosat + By sinat +

“+o0
1 1
o e uz(t) = Ascos2at + Bysin2at + 12 se k = 2. La soluzione ¢ quindi kz:luk(t) sin kx

400
dove le ug(t) sono quelle date. Per le condizioni inziali abbiamo u(z,0) = Zuk(O) sin kz =
k=1

—+ o0

1 1
(A + ?) sinx + (Ag + @) sin(2z) + kzgsin kx Ay e questa espressione deve essere uguale

a? —1
a2

alla funzione sinx. L’unica possibilita e che A; =
2

1
e Ay = ——. Tutti gli altri Ag
4a?

1 1
valgono zero. Quindi abbiamo wu(x,t) = ( cosat + Bysinat + — ) sinz + (—4—2 cos 2at +
a a

a2
1 =
Bssin 2at + 4—2) sin(2x) + Z By sin(kx) sin(kat). La condizione iniziale sulla derivata prima
a
k=3
= 1 1
da Z kaBysin(kx) = sin 2z + sin(3z) e quindi B, = — e Bs = —. Gli altri By, sono nulli.
— 2a 3a
a2

1 1 1
Alla fine la soluzione & u(z,t) = ( cosat + —)sinz + (—4— cos 2at + — ) sin(2x) +
a

a? a? 4a?

1 1
% sin 2z sin(2at) + 34 sin(3x) sin(3at)

Problema n.6 A.
—+ oo —+ o0

La formula risolutiva & Z sin kx(u} +a*k?uy) = sinx —sin(2z) = Z fx(t) sinkx dove fr(t) =0
k=1 k=1

sek#1,2¢ fi(t) =1, fa(t) = —1. Se k # 1,2 la soluzione ¢ uy(t) = Ay cos akt+ By, sin akt men-

1 1
tre se k = 1 la soluzione & uy(t) = A; cosat+ B sinat+ —5 e Uz (t) = Ag cos 2at+ B sin 2at — 12
a a
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+oo
se k = 2. La soluzione & quindi Z ug(t) sin kz dove le ug(t) sono quelle date. Per le condizioni
k=1
1 1 =
inziali abbiamo u(x, 0) Z ur(0)sinkzx = (A; + ?) sinz + (Az — @) sin(2z) + kzgsin kx Ay,

. . : 1
e questa espressione deve essere uguale alla funzione sin z sin 2x = 5 —(cos x — cos 33:) ( ). Ora

la funzione g(z) deve essere estesa in modo dispari all’intervallo [—m, 0] e poi bisogna trovarne la

16k
serie di Fourier. Gli unici coefficienti di Fourier non nulli sono by, = (A2 1) (A2 = 9) da cui
= 1 1
Zbgk sin(2kx). Otteniamo A1+— =0, Ax— 12 = by, Ao = bok, Aogr1 = 0. ug(x,0) =
a
k=1
+o0 1
—aBisinz + 2aBs sin 2x + Z ak By sin kx e deve essere uguale a sin 2x da cui By = % e tutti
= 1 1 ’
gli altri zero. Mettendo assieme i vari pezzi si ha u(x,t) = — sinz(1 —cos(at)) + F(Cos@at) —
a a
1 = 16k
1) sin(2x) 4 by cos(2at) sin(2z) + % sin(2at) sin(2x) + kZ_ZSin(2ka:)7T(4k2 D@z =9)
—+oo
Problema n.6 B. La formula risolutiva e Zsin kx(uy + a’k*uy) = sinz + sin(2z) =
k=1

ka(t) sinkx dove fr(t) = 0se k # 1,2 e f1(t) = 1, fo(t) = 1. Se k # 1,2 la soluzione &
1

ug(t) = Ay cos akt + By sin akt mentre se k = 1 la soluzione & u; (t) = A cosat + By sinat + —
a

1
e us(t) = Agcos2at + Bysin2at + 102 5 k = 2. La soluzione & quindi Zuk(t) sin kx dove

a2
le ug(t) sono quelle date. Per le condizioni inziali abbiamo u(x,0) Z ur(0)sinkx = (A1 +
1 =
— ) sinz+(Az+ E) sin(2x) -I—Z sin kxz Ay, e questa espressione deve essere uguale alla funzione
a
k=3

1
sin x sin 2z = i(cosx — Cos 3x)d:efg(aj). Ora la funzione g(z) deve essere estesa in modo dispari

all’intervallo [—, 0] e poi bisogna trovarne la serie di Fourier. Gli unici coefficienti di Fourier non

16k = 1
nulli sono byy = TR 1)(4k2 —9) da cui g(x kg 1 bog sin(2kx). Otteniamo A; —|— — =0,
1 =3
Ay + el ba, Aok = bok, Aogyr1 = 0. ug(x,0) = —aBjsinx + 2aBssin 2z + E ak By, sin kx
a

k=3

1
e deve essere uguale a sin2x da cui By = 55 © tutti gli altri zero. Mettendo assieme i vari
a

1 1
pezzi si ha u(z,t) = — sinz(1l — cos(at)) + — (1 — cos(2at)) sin(2zx) + b cos(2at) sin(2x) +

a2 4@2
1 ‘ = 16k
o sin(2at) sin(2z) + kz_zsm(Qkx) cos(2akt) (4K — 1)(4k2 — 9)
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400
Problema n.6 C. La formula risolutiva e Zsin kx(u) + a’k*uy) = sinz — sin(2z) =
k=1

ka(t) sinkx dove fr(t) = 0se k # 1,2 e fi(t) = 1, fa(t) = —1. Se k # 1,2 la soluzione ¢

1
ug(t) = Ay cos akt + By sin akt mentre se k = 1 la soluzione ¢ u;(t) = A; cosat + By sinat + —
a
1 =
e us(t) = Agcos2at + Bssin2at — 12 5 k = 2. La soluzione & quindi E ug(t) sinkx dove
a
k=1

le ug(t) sono quelle date. Per le condizioni inziali abbiamo u(x,0) Zuk )sinkx = (A +
1 =

—)sinz+ (A — F) sin(2z) Z sin kx Ay e questa espressione deve essere uguale alla funzione
k=3

1
—, Ay = ——— e A3z = 1. Per l'altra condizione iniziale bisogna che
a? 4a?

a?

sin3x ossia A1 = —
1 def =

sinxsin 2z = §(Cosx — cos3z)Zg(x) = ZkaBk sin(kx). Ora la funzione g(z) deve essere
k=1

estesa in modo dispari all’intervallo [—, 0] e poi bisogna trovarne la serie di Fourier Gli unici

1
Ok da cui g(z Z oy sin(2kx).

coefficienti di Fourier non nulli sono by, = T (4kZ — 1) (4k2 = 9) 2

1
Otteniamo 2kaBsy = bay, Bog+1 = 0. Mettendo assieme i vari pezzi si ha u(z,t) = — sinz(1 —

a2
1 (2kx) 2kat
cos(at) + @(cos(Qat) — 1) sin(2z) + cos(3at) sin(3z) + Z 8 Slzkz f 181?4(k2 a_)g)
+oo
Problema n.6 D. La formula risolutiva e Zsin kx(uf + a’k*uy) = sinaz — sin(2z) =
k=1

ka(t) sinkx dove fr(t) = 0se k # 1,2 e fi1(t) =1, fo(t) = —1. Se k # 1,2 la soluzione &

1
ug(t) = Ay cos akt+ By sin akt mentre se k = 1 la soluzione ¢ u;(t) = A; cosat+ By sinat + — e
a
“+oo
1
us(t) = As cos 2at + B sin 2at — 1a2 ¢ k = 2. La soluzione & quindi E ug(t) sin kz dove le ug(t)
a
k=1

1
sono quelle date. Per le condizioni inziali abbiamo wu(z, 0) Z ug(0) sinkz = (A + — ) sinz +
a

+oo

(Ay— 122 ) sin(2x) -I—Z sin kx A, e questa espressione deve essere uguale alla funzione sin x ossia
k=3

1—a? 1 ) — a? 1. .
A = ,AQ:—eAk:OSeksél 2 da cui finora u(zx,t) = ( cosat + —)sinz +
a? 4a? a? a?
1 1
(47“2 cos 2at — @) sin(2x) Z By sin(kx) sin(akt)

k=1
, .. . ) . . 1 def .
Per l'altra condizione iniziale si ha sinx sin 3z = 5 —(cos2z — cosdz)=g(z) = Z kaBy, sin(kx).

k=1
Ora la funzione g(x) deve essere estesa in modo dispari all’intervallo [—m,0] e poi bisogna
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trovarne la serie di Fourier. Gli unici coefficienti di Fourier non nulli sono

24(2k 4+ 1) ) R . .
7(4k? + 4k — 3)(4k% + 4k — 15) da cui g(z) = kzzobzk-u sin(2k + 1)x). Otteniamo

bory1 = —

2

(2]{7 —+ 1)@B2k+1 = b2k+1, B, = 0. Si ha u(m,t) = (

t + ! )sinx + ( ! 2at
cosat + —)sinz + (—5 cos 2at —
N a? a? 4a?
1. X borr . .
—)sin(2z) + g ————sin((2k 4+ 1)z) sin(a(2k + 1)t)
2
da — a(2k + 1)
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